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Re´sume´ – Cet article de´crit une me´thode d’estimation du champ de vitesse apparent, sous-jacent a` l’e´volution temporelle d’une se´quence
d’images. Un mode`le d’e´volution, dit complet, est choisi pour repre´senter la dynamique du champ de vitesse et des images. La me´thode de
de´composition orthogonale propre est applique´e et fournit des bases de repre´sentation des champs de vitesse et des images. La projection de
Galerkin du mode`le complet sur ces bases re´duites de´finit alors le mode`le re´duit. Un algorithme d’assimilation variationelle de donne´es est
conc¸u afin d’estimer les cœfficients des champs de vitesse a` partir des cœfficients des images observe´es. Le mouvement est ensuite restitue´ a`
partir de ces cœfficients estime´s. La me´thode est valide´e sur des donne´es synthe´tiques afin de quantifier les re´sultats.
Abstract – This paper concerns the estimation of apparent motion from an image sequence. A model, named full model, is defined to describe
the dynamics of motion field and images. The Proper Orthogonal Decomposition (POD) is used to derive basis to characterize motion fields and
images. The Galerkin projection of the full model on these basis defines the so-called reduced model. Coefficients of motion fields are retrieved
from those of observations with the help of a 4D-var assimilation method. Last motion results are obtained from the coefficients. The method
has been tested on twin experiments to validate the approach.
1 Introduction
L’estimation du mouvement est un proble`me fondamental
du traitement d’image. Il s’agit d’estimer le champ de vitesse
v✭x❀ t✮ a` partir d’une se´quence d’images. Dans le cas d’ac-
quisitions satellite, les applications concernent principalement
l’oce´anographie et la me´te´orologie. La litte´rature de´crit l’esti-
mation du mouvement par des algorithmes de traitement d’ima-
ge, par exemple Horn &Schunck [4], ou par des algorithmes
d’assimilation de donne´es [1, 2, 7]. Ces dernie`res me´thodes ex-
ploitent un mode`le dynamique, issu d’une connaissance a priori
sur la se´quence. Leurs principales limitations sont le temps de
calcul et le volume de me´moire ne´cessaires. Un moyen d’e´viter
ces difficulte´s est d’utiliser une technique dite de re´duction.
Un mode`le re´duit, obtenu par projection de Galerkin, a e´te´ uti-
lise´ par D’Adamo et Papadakis dans [3, 6] pour estimer la dy-
namique a` partir d’observations du champ de mouvement ac-
quises par « Particle Image Velocimetry ». Le mode`le dyna-
mique re´duit de´crit l’e´volution temporelle des cœfficients de
projection ❛✐✭t✮ sur une base ✟ ❂ ❢✣✐✭x✮❣✐❂✶✿✿✿❑ afin d’ap-
proximer l’e´volution temporelle du champ de vitesse v✭x❀ t✮.
Cette base✟ est obtenue par de´composition orthogonale propre [5]
des observations.
Dans cet article, on souhaite estimer un mouvement, v✭x❀ t✮
a` partir d’une se´quence discre`te d’images ■ ❂ ❢■③❣③ ❂ ❢■✭x❀ t③✮❣③ ,
acquise aux dates t✐.
On conside`re le vecteur d’e´tat X❈✭x❀ t✮ ❂ ✭v✭x❀ t✮❀ q✭x❀ t✮✮
❚ ,
ou` le traceur passif q est une quantite´ scalaire e´quivalente aux
images de ■ . L’e´volution temporelle deX❈✭x❀ t✮ est de´crite par
un mode`le complet▼❈ , choisi a` partir d’heuristiques. Le vec-
teurX❈✭x❀ t✮ est projete´ sur un espace re´duit, engendre´ par des
bases ✟ et ✠, dont l’obtention est de´crite ulte´rieurement :
– v✭x❀ t✮ est projete´ sur ✟ et associe´ aux cœfficients ❛✐✭t✮,
– q✭x❀ t✮ est projete´ sur ✠ et associe´ aux cœfficients ❜❥✭t✮.
La projection de Galerkin du mode`le complet▼❈ , sur ✟ et ✠,
fournit un mode`le re´duit ▼❘ de´crivant l’e´volution des cœffi-
cients ❛✐✭t✮ et ❜❥✭t✮. Afin de re´aliser l’estimation du mouve-
ment, les images observe´es ■③ sont projete´es sur ✠, fournis-
sant des valeurs ❜♦❜s❥ ✭t③✮, qui sont ensuite assimile´es dans▼❘.
Les cœfficients ❛✐✭t✮ ainsi obtenus permettent de restituer le
champs de mouvement v✭x❀ t✮.
Comment sont obtenues les bases ✠ et ✟ ? La me´thode de
de´composition orthogonale propre, applique´e a` ■ , permet de
calculer ✠. Un algorithme de calcul de mouvement est utilise´
sur les deux premie`res images ■✶ et ■✷ de la se´quence afin
d’obtenir une initialisation v✵. Une se´quence ❱ ❂ ❢v✭x❀ t③✮❣③
est ensuite calcule´e en inte´grant v✵ avec le mode`le ▼❈ . Une
de´composition orthogonale propre est enfin applique´e a` ❱ afin
d’obtenir la base ✟.
La Section 2 de´crit le calcul des bases re´duites au moyen
de la de´composition orthogonale propre. La Section 3 re´sume
la projection de Galerkin du mode`le complet afin d’obtenir le
mode`le re´duit. La Section 4 de´crit le cadre de l’assimilation
variationnelle de donne´es dans le cas particulier d’un mode`le
re´duit pour l’estimation du mouvement. Enfin, la Section 5
pre´sente l’application de la me´thode pour des expe´riences ju-
melles.
2 Calcul des bases re´duites
On re´sume, dans cette section, l’obtention des bases re´duites
✠ ❂ ❢✥❥✭x✮❣❥❂✶✿✿✿▲, pour la repre´sentation du traceur q, et
✟ ❂ ❢✣✐✭x✮❣✐❂✶✿✿✿❑ , pour le mouvement v.
De´composition orthogonale propre Dans un cadre ge´ne´ral,
on conside`re une se´quence discre`te ❊ ❂ ❢❊♠❣♠✷❢✶❀✿✿✿❀▼❣. ❊
peut eˆtre scalaire, ❊ ❂ ■ , ou vectorielle ❊ ❂ ❱ . Un e´le´ment
❊♠ est repre´sente´ sur la base canonique ❢❡♥❣♥❂✶✿✿✿◆ :
✽♠ ✷ ❢✶❀ ✿ ✿ ✿ ❀▼❣❀ ❊♠ ❂
◆❳
♥❂✶
❊♠♥ ❡♥ (1)
avec◆ le nombre de pixels. Conside´rons la matrice ❊ de taille
◆✂▼ , telle que l’e´le´ment de la ♥ie`me ligne et♠ie`me colonne est
❊♠♥ . Soit● ❂ ❊❊
❚ la matrice de Gram de taille◆ ✂◆ . Les
P premiers vecteurs propres, expliquant ✾✵✪ de la variance de
❊, sont choisis pour constituer la base re´duite   ❂ ❢✌♣❣♣❂✶✿✿✿P .
3 Projection de Galerkin
Soit ▼❈ le mode`le dynamique complet associe´ au vecteur
d’e´tat X❈✭x❀ t✮. On a :
❅X❈
❅t
✭x❀ t✮ ✰▼❈ ✭X❈✭x❀ t✮✮ ❂ ✵
Dans l’article,X❈✭x❀ t✮ ❂ ✭v✭x❀ t✮❀ q✭x❀ t✮✮.▼❈ caracte´rise la
dynamique de v✭x❀ t✮ et de q✭x❀ t✮. Les e´quations d’e´volution
choisies sont l’advection de la vitesse par elle-meˆme et l’advec-
tion du traceur par la vitesse. La condition initiale, a` t ❂ ✵, de
v✭x❀ t✮ et q✭x❀ t✮ est X❈✭x❀ ✵✮ ❂ ✭v✵✭x✮❀ q✵✭x✮✮. On obtient
ainsi le syste`me :✽❃❃❃❃❃❁
❃❃❃❃❃✿
❅v
❅t
✭x❀ t✮ ✰ ✭v✭x❀ t✮ ✁ r✮v✭x❀ t✮ ❂ ✵
❅q
❅t
✭x❀ t✮ ✰ v✭x❀ t✮ ✁ ✭rq✭x❀ t✮✮ ❂ ✵
v✭x❀ ✵✮ ❂ v✵✭x✮❀ q✭x❀ ✵✮ ❂ q✵✭x✮
(2)
Soient ❛✐✭t✮ les cœfficients de projection de v✭x❀ t✮ sur ✣✐,
v✭x❀ t✮ peut eˆtre approxime´ par
P❑
✐❂✶ ❛✐✭t✮✣✐✭x✮. De meˆme
q✭x❀ t✮ est approxime´ par
P▲
❥❂✶ ❜❥✭t✮✥❥✭x✮ avec ❜❥ les cœffi-
cients de projection de q✭x❀ t✮ sur ✥❥ . v✭x❀ t✮ et q✭x❀ t✮ sont
remplace´s par leurs approximations dans le Syste`me (2) afin
d’obtenir :✽❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❁
❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃❃✿
❑❳
✐❂✶
❞❛✐
❞t
✭t✮✣✐✭x✮
✰
❤P❑
✐❂✶ ✭❛✐✭t✮✣✐✭x✮✮ ✁ r
✐P❑
❥❂✶ ❛❥✭t✮✣❥✭x✮ ❂ ✵
▲❳
✐❂✶
❞❜✐
❞t
✭t✮✥✐✭x✮
✰
❤P❑
✐❂✶ ✭❛✐✭t✮✣✐✭x✮✮
✐
✁ r
❤P▲
❥❂✶ ❜❥✭t✮✥❥✭x✮
✐
❂ ✵P❑
✐❂✶ ❛✐✭✵✮✣✐✭x✮ ❂
P❑
✐❂✶ ❛✐✵✣✐✭x✮P▲
❥❂✶ ❜❥✭✵✮✥❥✭x✮ ❂
P▲
❥❂✶ ❜❥✵✥❥✭x✮
(3)
On fait ensuite le produit scalaire du Syste`me d’e´quations (3)
avec les ✣❦ et ✥❧ afin d’obtenir le syste`me d’ODE suivant :✽❃❃❃❃❃❃❃❁
❃❃❃❃❃❃❃✿
❞❛❦
❞t
✭t✮ ✰
✯✥
❑❳
✐❂✶
❛✐✭t✮✣✐ ✁ r
✦
❑❳
✐❂✶
❛✐✭t✮✣✐❀ ✣❦
✰
❂ ✵❀
❞❜❧
❞t
✭t✮ ✰
✯✥
❑❳
✐❂✶
❛✐✭t✮✣✐
✦
✁ r
✷
✹ ▲❳
❥❂✶
❜❥✭t✮✥❥ ❀ ✥❧
✸
✺
✰
❂ ✵❀
❛❦✭✵✮ ❂ ❛❦✵❀ ❜❧✭✵✮ ❂ ❜❧✵❀
(4)
ou` ❤✿❀ ✿✐ repre´sente le produit scalaire dans l’espace des fonc-
tions de carre´ sommable ▲✷ :
❤❢❀ ❣✐ ❂
❩
❢✭x✮❣✭x✮❞x✿ (5)
Le Syste`me (4) se simplifie en :✽❃❃❃❃❁
❃❃❃❃✿
❞❛❦
❞t
✭t✮ ✰ ❛❚ ✭t✮❇✭❦✮❛✭t✮ ❂ ✵❀ ❦ ❂ ✶ ✿ ✿ ✿❑✿
❞❜❧
❞t
✭t✮ ✰ ❛❚ ✭t✮●✭❧✮❜✭t✮ ❂ ✵❀ ❧ ❂ ✶ ✿ ✿ ✿ ▲✿
❛✭✵✮ ❂ ❛✵❀ ❜✭✵✮ ❂ ❜✵
(6)
avec :
– ❛✭t✮ ❂ ✭❛✶✭t✮❀ ✿ ✿ ✿ ❀ ❛❑✭t✮✮
❚ , ❜✭t✮ ❂ ✭❜✶✭t✮❀ ✿ ✿ ✿ ❀ ❜▲✭t✮✮
❚ ,
– ❇✭❦✮ la matrice de taille ❑ ✂ ❑ dont les e´le´ments sont
❇✭❦✮✐❀❥ ❂ ❤✭✣✐ ✁ r✮✣❥ ❀ ✣❦✐,
– ●✭❧✮ la matrice de taille ❑ ✂ ▲ dont les e´le´ments sont
●✭❧✮✐❀❥ ❂ ❤✣✐ ✁ r✥❥ ❀ ✥❧✐,
– ❛✵ et ❜✵ vecteurs de tailles respective❑ et ▲.
Soit X❘✭x❀ t✮ ❂ ✭❛✭t✮❀ ❜✭t✮✮
❚
, appele´ vecteur d’e´tat re´duit, le
Syste`me (6) se re´e´crit :✽❃❁
❃✿
❞X❘
❞t
✭x❀ t✮ ✰▼❘ ✭X❘✭x❀ t✮✮ ❂ ✵
X❘✭x❀ ✵✮ ❂ X❘✵✭x✮ ❂ ✭❛✵❀ ❜✵✮
❚
(7)
▼❘ est appele´ mode`le re´duit et correspond a` la projection de
Galerkin de▼❈ sur ✟ et ✠.
4 Assimilation variationnelle de donne´es
On de´crit succinctement, dans cette section, les principes
de l’assimilation variationnelle de donne´es, pour le cas d’un
mode`le re´duit ne de´pendant que du temps.
4.1 Formulation
Soit X❘ un vecteur d’e´tat de´pendant du temps et de´fini sur
❬✵❀ ❚ ❪. X❘ obe´it a` l’e´quation :
❞X❘
❞t
✭t✮ ✰▼❘✭X✮✭t✮ ❂ ❊♠✭t✮ (8)
▼❘ est suppose´ differentiable et de´crit la dynamique du vec-
teur d’e´tat X❘. ❊♠ est l’erreur mode`le, qui quantifie l’e´cart
entre la dynamique effective de X❘ et ▼❘. On conside`re des
observations Y✭t✮, qui sont lie´es a` X❘ par l’e´quation d’obser-
vation :
Y✭t✮ ❂ ❍X❘✭t✮ ✰ ❊❖✭t✮ (9)
❍ est la matrice associe´e a` la projection ✭❛✭t✮❀ ❜✭t✮✮
❚
✦ ❜✭t✮❚ .
❊❖ repre´sente l’erreur lie´e a` l’observation. On conside`re une
estimation X❘❀❜ du vecteur d’e´tat a` la date t ❂ ✵ :
X❘✭✵✮ ❂ X❘❀❜ ✰ ❊❜ (10)
❊❜ est l’erreur associe´e a` cette e´bauche. L’inte´gration de X❘❀❜
sur la feneˆtre temporelle ❬✵❀ ❚ ❪ permet d’obtenir l’e´baucheX❘✭t✮.
On fait l’hypothe`se que les erreurs ❊♠, ❊❖ et ❊❜ sont de´corre´-
le´es en temps et gaussiennes de moyenne nulle. Elles sont ca-
racte´rise´es par leurs matrices de covariance respectives◗,❘ et❇.
4.2 Me´thode variationnelle
On minimise la fonction de couˆt ❊ pour estimer X❘ :
❊✭X❘✮ ❂
✶
✷
❘
❬✵❀❚ ❪
 
❞X❘
❞t
✰▼❘✭X❘✮
✁❚
◗ ✶
 
❞X❘
❞t
✰▼❘✭X❘✮
✁
❞t
✰ ✶✷
❘
❬✵❀❚ ❪
✭Y  ❍✭X❘✮✮
❚
❘ ✶ ✭Y  ❍✭X❘✮✮ ❞t
✰ ✶✷ ✭X❘✭✵✮ X❘❀❜✮
❚
❇ ✶ ✭X❘✭✵✮ X❘❀❜✮
Cette fonction exprime une contrainte dynamique faible, avec
une erreur mode`le repre´sente´e par le premier terme. Le syste`me
d’optimalite´ a` re´soudre pour minimiser❊ s’obtient en calculant
les e´quations d’Euler-Lagrange :
✕✭❚ ✮ ❂ ✵ (11)
 
❞✕
❞t
✰
✒
❅▼❘
❅X
✓✄
✕ ❂ ❍❚❘ ✶ ✭Y  ❍✭X❘✮✮ (12)
X❘✭✵✮ ❂ ❇✕✭✵✮ ✰X❘❀❜ (13)
❞X❘
❞t
✰▼❘✭X❘✮ ❂ ◗✕✭t✮ (14)
avec :
– ✕ : variable adjointe du syste`me (meˆme dimension queX❘),
–
 
❅▼❘
❅X
✁
le mode`le tangent line´aire et
 
❅▼❘
❅X
✁✄
son adjoint.
Le calcul du syste`me d’optimalite´ (Eqs.11 a` 14) ainsi que sa
re´solution par un algorithme incre´mental est de´taille´ dans [1].
Le principe est d’estimer a` chaque ite´ration l’e´bauche X❘❀❜, en
ajoutant un incre´ment ✍X, calcule´ par la me´thode adjointe.
Vecteur d’e´tat Dans le cas de l’estimation du mouvement, le
vecteur d’e´tat est constitue´ de l’ensemble des cœfficients ❛✐ et
❜❥ du mode`le re´duit : X❘✭t✮ ❂ ✭❛✶✭t✮❀ ✿ ✿ ✿ ❀ ❜▲✭t✮✮
❚ .
Matrices de covariances d’erreur Les matrices de covariance
d’erreur ◗, ❘ et ❇ proviennent d’une mode´lisation des erreurs
❊♠, ❊♦ et ❊❜ suivant une loi normale. On estime ces matrices a`
partir des observations pour les ❜❥ et de la projection sur ✟ de
la se´quence ❱ pour les ❛✐.
5 Expe´rience et Re´sultats
5.1 Description de l’expe´rience jumelle
Une simulation du mode`le complet, E´quation (2), est re´alise´e
sur une feneˆtre temporelle ❬✵❀ ❚ ❪, a` partir de conditions initiales
✭v✭x❀ ✵✮❀ q✭x❀ ✵✮✮ (voir Figure 1). Une se´quence ✭v✭x❀ t✮❀ q✭x❀ t✮✮
est ainsi obtenue. Le choix des dates d’observation t③ fournit
les images ■③ ❂ q✭x❀ t③✮, utilise´es pour calculer la base ✠, et
les champs v✭x❀ t③✮, ne´cessaires a` l’obtention de la base ✟. ✹
vecteurs sont conserve´s pour chaque base (❑ ❂ ✹, ▲ ❂ ✹).
Le mode`le re´duit (6) est alors de´fini. Les observations utilise´es
(a) v✵. (b) q✵.
FIG. 1 – Conditions initiales.
pour l’assimilation sont les cœfficients de projection ❜♦❜s❥ ✭t③✮
des acquisitions images ■③ . La premie`re observation est choi-
sie comme e´bauche pour ❜ a` la date t ❂ ✵. L’e´bauche X❘❀❜ ❂
✭❛❜❀ ❜❜✮
❚ est donc obtenue par projection de ✭✵❀ ■✶✮❚ et vaut
X❘❀❜ ❂ ✭✵❀ ❜
♦❜s✭t✶✮✮
❚ .
5.2 Re´sultats
Les courbes ❛❛✐ , obtenues apre`s le processus d’assimilation
et les courbes ❛
♣
✐ , obtenues par projection de v✭x❀ t✮ sur✟, sont
repre´sente´es sur la Figure 2. Les courbes ❛❛✐ sont tre`s proches
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FIG. 2 – Re´sultats d’assimilation : ❛❛✐ estime´s par assimilation
(rouge), projections ❛
♣
✐ (bleu).
des courbes ❛
♣
✐ . En particulier ❛✶, ❛✷ et ❛✸ sont tre`s bien es-
time´s. L’e´volution de ❛❛✹ est tre`s proche de celle de ❛
♣
✹ avec un
biais constant de ✹. Les courbes ❛❛✐ obtenues par assimilation
permettent ensuite de restituer des champs de vitesses v❛✭x❀ t✮.
Ces champs sont compare´s Figure 3 a` la se´quence originale
v✭x❀ t✮. Quelques statistiques d’erreurs sont fournies Tableau 1
pour diffe´rentes dates. Les champs v❛✭x❀ t✮ approximent avec
pre´cision la se´quence v✭x❀ t✮. L’erreur relative en norme et l’er-
reur angulaire restent infe´rieures, sur toute la se´quence, a` 1✿9✪
et 3✿70 degre´s respectivement.
TAB. 1 – Statistiques d’erreur entre la se´quence synthe´tique
v✭x❀ t✮ et la se´quence reconstruite v❛✭x❀ t✮.
Erreurs
relative maximum
en norme angulaire
t
✵s 0.011 2.901
✷✿✺s 0.014 2.780
✺s 0.019 1.671
5.3 Conclusions et perspectives
Dans cet article, nous avons conc¸u et pre´sente´ une me´thode
d’assimilation de donne´es dans un mode`le dynamique re´duit.
Cette approche permet d’estimer des champs de vitesse a` par-
tir d’une se´quence d’images discre`te. Une expe´rience jumelle,
re´alise´e sur des donne´es synthe´tiques, de´montre l’inte´reˆt de la
me´thode. Des tests ont e´te´s effectue´s en ajoutant un bruit ad-
ditif sur les observations (e´cart type du bruit a` ✺✪ de celui du
signal). Ils ont de´montre´ la stabilite´ des re´sultats obtenus. Les
(a) t ❂ ✵s. (b) t ❂ ✵s.
(c) t ❂ ✺s. (d) t ❂ ✺s.
FIG. 3 – Champs de vitesse v❛✭x❀ t✮ (gauche) estime´s com-
pare´s aux donne´es synthe´tiques v✭x❀ t✮ (droite).
champs de vitesse sont correctement estime´s a` partir de vec-
teurs d’e´tat a` ✽ composantes. Le calcul de la base ✟ du mouve-
ment utilise une estimation bruite´e de la condition initiale v✵
par un algorithme de traitement d’image. Une perspective de
l’e´tude est donc de re´aliser une base robuste ✟ a` partir de v✵.
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